OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
FAZA LOCALA
17 FEBRUARIE 2024

SUBIECT CLASA AX-A

Subiectul 1.
Fiea, b,c € (1, ). Sa se arate ca:

3
log,b -log,, b +1logy, c - logy. ¢ +log.a -log., a = >

Subiectul 2.

Sa se determine m € R* si functiile bijective f: R* — R* astfel incat

f((fof)(x) -f(x)) = m pentru orice x € R".

Subiectul 3.

Fie z,,7,,75 € C astfel incat |z,| = |z,| = |z3] = 1.
Z1+Zy +23+212p +Z1Z23 +ZyZ3

€ R.

a) Daca z, -z, - z3 # —1, sd se arate ca
1+2z12,23

b) Daca z? + zZ +z2 = 0siz, + 2z, + z3 # 0,sd se arate cd |z, + z, + z3| = 2.

Subiectul 4.
Fie triunghiul ABC cu A(z,), B(z;) si C(z3) , unde numerele complexe z;,z, si z3
sunt nenule si verifica z; + z, + z3 = 0si |z; — z,| = |z3]|. Sa se arate ca aria triunghiului

ABC este ; |z,z,| iar cos C > g.
(Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2023)

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare problema se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore



SOLUTII SI BAREM CLASA A X-A
Subiectul 1.

1 1 logg b
Avem log,, b = = 28a

logp(ab) - 1+logp a - 1+logg b
logg b)? logy, ¢)? logca)? _ 3
Qo8aD)” 4 (08h )" | UOBLD” 5 3 | | et 1p
1+logg b 1+logp ¢ 1+logca 2

Notam log, b = x,log, c = y,logca=z=x,y,Z € (0,0) Si XyZ = L.irrrrernrerrrernnens 1p
y? z? 3

2

v, v o X
Aratamca—+—+—>=> -
1+x 1+y 1+z 2

si analoagele.

Inegalitatea devine:

2 2 2 2
Din inegalitatea Bergstrom = e 2p
1+x  1+y  1+z  3+x+y+z
Fie S = x + y + z. Din inegalitatea mediilor, obtinem cd S = 3%/xyz = 3..cccvssssseenennne 2p
2
Avem 35? > % & 252 >354+9 & (S—3)(2S + 3) = 0 ceea ce este adevdrat.......... 1p
Subiectul 2.
Deoarece f bijectiva, obtinem ca (fof)(x) - f(x) = FTLIMN) o coorrrererrrrsssssssseeesesssssssssssss 1p
Inlocuind x cu f(x) obtinem (fofof)(x) - (fof) (%) = [ 71(M) corrrrrrrrrrrrrrrrrsssssssnsssnes e 1p
Deci (fofof)(x) = f(x) sicum f este injectiva obtinem (fof)(X) = X cvrrrerrreerrmeerrnens v 2p
-1
Decix - f(x) = f~1(m) adicd f(x) = fT(m) ..................................................................................... 1p
Pentru x = 1 obtinem f(1) = f~1(m) adica (fof)(1) = mdecim =1 .rreerccvesere 1p
In concluzie f(x) = % UNAE @ = F(1) orrerrrerrmrermeessmesssnessssssssessssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssessas 1p
Subiectul 3.
a)Din z-Z = |z| avem2=§ ................................................................................................................ 1p
Deci (Zl +72y+723+21727 + 721723 + ZzZ3> _ Z1+Zy +23+ 272172y +Z1Z3 + ZpZ3 1
rp— = P — p
’I‘n Conc]uz]e Zq + Zy + Z3 + Z1Zy + 7173 + ZoZ3 E R 1
Tramzs R p
b) (z1 + 2y +23)%2 = 2(21Z5 + Z1Z3 + Z3Z3) e sssssssssssnseensssssssssssansnsssensens 1p
. 1 1 1
Deci (z; + z, + 23)? = 22,7,753 (Z—1 + = + Z) ................................................................... 1p
Adicd (g + 7y + 23)% = 2212573(Z1 F Zp F Z3) e ssssssssassssssessssenes 1p

Deunde |Z; + Zy + Z3] = 2 st 1p



Subiectul 4.

Zl+Zz+Z3

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC = z; = =0= G(0) crrrrrrrrrrrenne 1p
Deoarece Zl + Z2 + Z3 ES 0 $1 |Z1 - Z2| = |Z3| = |Z1 - Zzl == |Zl + Zzl - IZl - Z2|2 ==
121 + 2,1° © (21— 2) (21 — 22) = (21 + 2) (21 + 2,) = 212, + 2,7, = 0 =
=>Z—1:—(Z—l)=>Z—1€i-R:>21=aizz,undeaER* ................................................................. 1p
Zy Zy Zy

z—l Ei'Re Zl zc €i'R e AG L BG = triunghiul AGB este dreptunghicin G ............ 1p
2 274G

AGBG _ 3
Avem AAABC =3 AAGAB =3- > |Z1 - ZGl I - ZGl == |21Z2| ................................... 1p
Consideram unghiul ACB pozitiv orlentat = JACB = arg ~ 23

1743
5122|275 (cos C + isinC) = |[2=|cosC = Re (ﬁ) ..................................................... 1p
Z1—2Z3 Z1—2Z3 1—Z Z1—Z3
Avem: 22723 _ Z1+22;, — aizy+2z; — 2+ai Re (22—23) — 2+2a% . |zy-2z3 _ 4+a?
' Z1—2Z3 221+22 Zai22+22 1+2ai Z1—2Z3 1+4a2 ’ Z1—Z3 1+4a2
Deci, cosC = el 1
, = (4+a2)(1+4a2) ....................................................................................................................... p
v, v v 2+2a2 2
- - - <:> > 2 2
Aratam ca (4+a2)(1+4a2) 5(1 + a?) = 24/ (4 + a?)(1 + 4a?) ceea ce rezulti din
inegalitatea mediilor pentru numerele pozitive 4 + a? si 1 4+ 4a%. wvvsssssseenenenesnsinns 1p
Obs. Daca unghiul ACB este negatlv orientat = XACB = 2m — arg — % g
1743

275|275 (cosC —isinC) = cosC = Re ( ) indiferent de
Z1—23 1z1-23 Z1—Z Z1—Z3

orientarea <ACB.



